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A p p l i c a t i o n  de l a  t r a n s f o r m 6 e  de Fourier performante a u x  ca lcu ls  c r i s t a l l og raph iques .  Par P. BONDOT, Labora- 
toire de Mindralogie et de Cristallographie, associd au C.N.R.S., FacultO des Sciences, Tour 16, 9 quai Saint-Bernard, 
Paris 5, France 

(Recu le 8 septembre 1970) 

Published some years ago, the fast Fourier transform algorithm is not yet greatly used by crystallographers. 
However, applied to crystallographic calculus, this remarkable algorithm gives, with a better accuracy, an 
important improvement in time of computation. After a description of the FFT method, the following is 
applied to the computation of a cosine Fourier transform: G(x,y, z) = 7. Y. Y. f(h, k, l) cos 2n(hx + ky + lz). 

h k l  

Publi6 depuis maintenant plusieurs ann6es (Cooley & 
Tukey, 1965; IEEE Trans. 1967; Cooley, Lewis & Welch, 
1969), l 'algorithrne de la transform6e de Fourier perfor- 
mante (TFP) est un outil d'une puissance remarquable et 
il est assez 6tonnant qu'il soit encore peu utilis6 par les 
cristaUographes qui sont pourtant  au premier chef int6res- 
s6s par tout progr6s dans les techniques de transformation 
de Fourier. 

Prineipe de la TFP 

H--1 
Soit ~t calculer g ( j ) =  ~ f(h) exp {2~ijh/H} 

h = 0  
H--1 

= Y. f (h )W~ avec Wn=exp  {2ni/H}. 
h ~ 0  

La premiere condition que nous nous fixons est d'avoir le 
m~me nombre d'616ments dans les ensembles g et f,  soit 
0 < j  < H. Si le hombre d'616ments d6sir6 pour g est supS- 
rieur au nombre d'616ments disponibles f,  il est 6vident 
qu'il suffira de compl6ter ce dernier ensemble par un 
nombre ad6quat de z6ro. 

La seconde condition impos6e est que H ne soit pas 
premier, soit par exemple H=rar2. Nous pouvons alors 
d6velopper j e t  h selon r~ et rz et 6crire 

j=jlra +jo et h=hxrz + ho 
avecjo=O, 1 , . . . , r x - 1  j l=O,  1 , . . . , r 2 - 1  

e tho=O,  1 , . . . , r 2 - 1  hi=O,  1 . . . .  , r l - 1  
r2--1 rl--1 

d'oh g(j)=g(j~,jo)= Z ~ f(hbho)Wi~ • 
h0=0 h t=0 

Remarquant  que W~= 1 et que 

jh = (jhrx + jo)hxr2 + (jlrx +jo)ho =johlr2 + (jlrl +jo)ho 
modulo H 

on obtient 
r2-- I rl--1 

g(J'l,A) = Z W~ rl+i°)n° ZWi~r2hlf(hl,ho) 
h0=0 hx=0 
r2-- 1 

= Z A(jo, ho)Wg.~+Jo~o 
hi=0 

avec 
r l - - I  

fx(jo, ho) = ~ f(h,,ho)W~'zha. 
hi=0  

Tandis que le calcul classique n6cessite H 2 op6rations pour 
obtenir les H 616ments de g ~ partir des H 616ments de f ,  il 
en faut ici Hra pour calculer f l  puis Hr2 pour obtenir g 
soit un total T= H(rl + r2)(H2 si H ) 4  ce qui est pratique- 
ment toujours le cas. 

Par une g6n6ralisation imm6diate, en prenant H =  rL on 
aura T=  Hyr; le rapport  des nombres d'op6rations devient 
H2/T=rv-1/y. Par exemple, avec r = 2 ,  ce rapport  est 6gal 
/t 51 pour H =  1024 et atteint 170 pour H=4096.  On volt 
donc que la TFP permet une r6duction tr~s sensible du 
nombre d'op6rations se traduisant non seulement par un 
s6rieux gain de temps mais 6galement par un gain de 
pr6cision. 

Enfin T=  Hyr = H log H .  r/log r permet de montrer  qu'h 
H constant le meiUeur rendement est obtenu en prenant 
r =  3. Cependant rutilisation de r =  2 donne un gain tr6s 
comparable (T3/T2=0,94) tout en apportant une plus 
grande souplesse dans la r6alisation des calculs sur ordi- 
nateurs. 

Premiere application 

L'expos6 de 1'application de la TFP aux calculs cristal- 
lographiques n6cessitant une 6criture assez lourde, nous 
allons d 'abord prendre un exemple simple qui permettra 
de bien comprendre le m6canisme de la m6thode et d 'obtenir 
des r6sultats utilisables pour la suite. Prenons le calcul de 
la TF G(r) d'une fonction paire F(s)= F ( -  s), ~ support 

born6 s___ SM : G(r) = F(s) cos 2rots ds.  Sur l'intervalle 
o 

[0,SM] on prend //=2~'  intervalles 6quidistants et l 'on ap- 
proche G(r) par la somme 

AS I'__H--1 
G'(r)= L 

H--1 ] A s  , 
+ ~ f(h) exp {-2nirhsM/H} j = -~-[g (r)+g'(-r)]  

h=O 

avec f(h)/F(hsM/H)= 1 pour h~] 0 , H - 1  let ½ aux bornes, 
et g ' ( r )=  Y f(h) exp {2nirhsM/H}. 

h 
L'histographie de pas As = SM/H entralne une p6riodicit6 

de g(r) avec une p6riode ru = H/sM. En accord avec la pre- 
mi6re condition, on partage l'intervalle [0, r~] en H interval- 
les 6quidistants de Ar = 1/su. D6signant par g(j') les valeurs 
de g'(r) aux points r=j/SM, avec j =  0,1 . . . .  , H - 1 ,  on a 
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alors G'(j/SM) = As/2[g(j) + g ( H - j ) ]  puisque g ' ( -  r) = 
H - j  

g '  ( s ~  - r) =g '  (~--~--) . Il reste b* calculer g(j). 

D6veloppant j e t  h selon les puissances de 2 : 

j=jy-x2 r-1 + • • • +j12 +.io et h = hr_a2r-I + . . .  + h12 + ho 

(off les coefficients j~ et h~ valent 0 ou 1), on obtient 

jh =johy_12 ~-1 + (j12 +jo)hr_22r-2 + . . .  

+ (Jr-12~-a + • . .  +Jl  2 +jo)ho modulo H 

d'ofi 

g(J ' )=g(Jr-1 ,""  ",J1,Jo) = Z W H  (jy-12y-I+'''+il2+IO)hO 
no 

x ~, . . .  E W~Z+/°)h~-22~-zE f(hz_x ..... ho) W~nr -~2~-~. 
hl h7--2 h y - -  1 

Pour la commodit6 des calculs, on inverse les digites de 
h dans f(h) ;  comme d'autre part W ~ =  Wmx , on obtient 

g ( L - , , "  ",Ado) = Y w~ v-~2v-~+'''+~+~°~° 
ho 

× E " ' '  E W(4 l12+j°)h~-2 
h~ hy--2 

× ~ Wi2°hr-if(ho, hi . . . .  ,hr-~) 
h y - - 1  

on calcule alors successivement 

fl(ho . . . .  ,hr-2,jo)= f(ho, . . .,hr-2,0) + Wt20f(ho,. . . hr-2,1) 

f2(ho , . . . ,  hr-3,jl,jo) = f l ( h 0 , . . . ,  h~,-3, O,Yo) 

+ W~ ~+~°~ fx (ho , . . . ,  hr-3,1,jo) 

le calcul d'expressions telles que 
H - - I K - - 1 L - - I  

G(x,y ,z)= E ~ ~ f (h , k , l )  c o s 2 n ( h x + k y + l z ) .  
h = 0  k=O 1 = 0  

Prenant H = 2  ~', K = 2  ~ et L = 2  v (en ajoutant 6ventueUe- 
ment des z6ro), puis passant /t la forrne exponentielle et 
divisant les p6riodes respectives selon x, y e t  z en H, K et L 
intervalles 6gaux, nous avons finalement/ t  calculer 

g( j ,m,n)= ~ ~, ~ , f (h ,k , l )  W ~  W~r t' W~ t . 
h k 1 

Les ~. peuvent alors &re d6velopp6s selon leur ordre naturel, 
mais il est plus commode pour les calculs de les d6velopper 
selon les puissances croissantes des termes W~. Si par 
exemple p = v = y -  1, apr6s inversion des digites de h, k et l, 
on aura 

g ( n ~ _ 1 ,  . . . , n o ,  m u _ l  . . . .  , m o , j r - 1 ,  . . . , Y o )  

: ~ W g  y-12~-l't'''.-l-]O)hO 
ho 

X ~ WH/2(J  7 - 2 2 ) ' - 2 + ' ' ' +  J0)hl  

h l  

X ~_, Wl~(~U-12lt-l+'"+mO)kO 
ko 

× 2 . .  2 w~,~2+,o,,v-~ 
lo Iv - 2  

h~-- 1 k lt -- 1 

x ~ Wgotv-X f ( lo , . . . , l v - x , ko  . . . .  , k u _ l , h o , . . . , h v _ l )  
lv--I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  d 'oh les s6quences" 

A U Y - 1  . . . .  , j 0 )  = f y - l ( 0 , j y - 2 ,  • • • , j 0 )  

+ W ~  y-12v-I+'''+I°) f~-l(1,jy-2,. •. ,Y0) 

on a alors 
A U r - ~ ,  . . . , J o ) =  g ( A - 1 ,  . . . , j o )  . 

Ces s6quences de calcul sont particuli~rement simples 
comme le montre le Tableau 1 oh l 'on a remplac6 W2 et W4 
par leurs valeurs - 1 et i. 

Tandis que les m&hodes classiques n6cessitent souvent la 
constitution d' importantes tables de sinus ou de cosinus, 
un tel programme de TFP  n'utilisera que 29, valeurs de 
sinus et cosinus pour d6terminer les W2n, chacun d'eux 
pouvant d'ailleurs n '&re calcul6 qu'au moment de son 
emploi, c'est ~t dire au niveau f , .  

Nous avons vu que l'expression finale est G'(jAr)= 
As /2[g( j )+g(H- j ) ]  pour une somme de cosinus; pour une 
somme de sinus on aurait  de m6me G'(jAr)= - iAs/2[g( j )  
- g ( H - j ) ]  

Application de la TFP aux calculs eristallographiques 

Les m&hodes employees et les r~sultats obtenus dans 
l'exemple pr6c6dent peuvent maintenant  &re utilis6s pour 

f l(lo, . . .,lv-z, no, ko, . . .,hr-~) 

=f(10 , . . .  ,lv-z, O, ko . . . .  ,hr-1) 

+ W~°f(lo, . . .  lv -z , l ,ko , . . . ,hr-a)  

f 2(lo, . . . ,ku-z, mo, ho, . . .,hr-1) 

=f l (10 , . . .  ,k~-2,0 ,ho, . . .  ,hr-1) 

+ W'~° f l ( lo , . . . , ku-z , l ,ho , . . . ,hr -1)  

f3  . . ,  . . . . . . . . . . . .  ° ° , ° . . ° ° ° ° , , ,  

puis fa,fs,f6 sont trait6s avec W4 et ces triples s6quences 
sont poursuivies, ici jusqu'h 6puisement de k et l; la 
derni6re s6quence porte sur h0 avec W n e t  nous obtenons 
finalement 

fv+u +v(nv-1,. . . ,no, mu-1, . . . ,mo, jr -a , . . . ,Yo)  =g  d'oh G. 

Sans entrer dans des d6tails de programmation,  disons 
simplement que dans les s6quences on gagnera /t traiter 
les f z  en mono-indiqage. Ce traitement /l un indice est 
imm6diat pour les s6quences qui correspondent ~ celui 
des 3 indices qui forme la partie droite de la parenth~se 
(h ici) mais ne pr~sente gu~re plus de difficult6s pour les 
autres. 

Indice n: 0 1 2 
/'1 (n): f(O) +f(1) 0-1 2+3 
f2 (n): f1(0) +f1(2) 1 +i3 0 - 2  
./'3 (n): f2(0)+f2(4) 1 + W85 2+i6 

Tableau 1. 

3 
2 - 3  
1 - i 3  
3 + W387 

4 
4+5  
4+6  
0 - 4  

5 
4 - 5  
5+i7 
1 -  W85 

6 
6+7 
4 - 6  

• ° °  

° ° ° °  

° ° °  

° ° °  

° ° °  

° ° °  

° ° °  
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I1 ressort de ces exemples que la TFP constitue un outil 
particuli6rement adapt6 aux calculs cristallographiques. Le 
fait que, contrairement aux m6thodes classiques, elle 
travaille sur des nombres complexes et qu'elle exige 
l 'expansion des ensembles introduits jusqu'~, une puissance 
enti6re de 2 alt6re ~t peine ses performances. Si nous con- 
sid6rons, par exemple, un ensemble de 3000 points trait6s 
d'une part classiquement et d'autre part par TFP apr6s 
compl6mentation b~ 4096 points, le rapport des temps reste 
sup6rieur ~t 40. De telles performances rendent 6galement 

pr6cieuse l 'emploi de la TFP dans la convolution de 2 
fonctions pour peu que leurs supports soient assez larges. 

R6f6rences 

COOLEY, J. W., LEWIS, P. A. W. & WELCH, P. D. (1969). 
IEEE Trans. E-12, 27. 
COOLEY, J. W. • TUKEY, J. W. (1965). Math. Comput. 19, 

297. 
IEEE Trans. (1967). AU-15, October. 

Acta Cryst. (1971). A27, 494 

A redetermination of the coherent neutron scattering amplitude of Cs*. By D. E. Cox and V.J. MINKIEWICZ, 

Physics Department, Brookhaven National Laboratory, Upton, New York 11973, U.S.A. 

(Received 25 February 1971) 

The coherent neutron scattering amplitude of Cs has been determined by a least-squares refinement of 
powder neutron diffraction data from CsC1 at 4-2°K. The value obtained was 0.55+0.02x 10-12 cm, 
which differs considerably from the value currently tabulated in the literature. 

There is a great deal of current interest in double halides of 
the type CsNiC13, which exhibit pronounced one-dimen- 
sional magnetic behavior. In the course of neutron diffrac- 
tion investigations of several of these compounds, it became 
evident that the recently reported value of 0-75 x 10 -12 cm 
for the coherent neutron scattering amplitude of cesium 
(Zivadinovic & Prelesnik, 1966; Neutron Diffraction Com- 
mission, 1969) was seriously in error. Preliminary calcula- 
tions showed, in fact, that the intensity data in each case 
could be accounted for much more satisfactorily with a 
figure closer to the original value of 0.49 x 10-12 cm deter- 
mined by Shull & Wollan (1951). 

This is strikingly similar to the history of rubidium, for 
which an accurate scattering amplitude value has very 
recently been determined (Wang & Cox, 1970; Copley, 
1970; Meriel, 1970), and a similar determination of bcs was 
therefore undertaken. Since the double halides are rather 
difficult to handle and characterize, CsC1 was chosen as the 
most suitable standard. High-purity material is readily 
available, and also be1, relative to which bcs is determined, 
is known quite accurately. A polycrystalline sample of 
Johnson-Mat they 'Specpure' material was used (Ca, Mg, 
Rb, Na < 1 ppm, other cations below limits of detection by 
spectrographic analysis). This was heated at 550°C in an 
atmosphere of hydrogen chloride to convert any oxide or 
hydroxide to chloride, transferred to a glove bag to avoid 
pick-up of moisture, and loaded into an aluminum sample 
holder ] inch in diameter and 3 inches long. Powder data 
were collected with neutrons of wavelength 1"031 A as de- 
scribed previously in the case of RbC1 (Wang & Cox, 1970), 
except that the sample was maintained at a temperature of 
4.2°K rather than at room temperature in order to minimize 
thermal diffuse scattering. The diffraction pattern showed 
a single body-centered cubic phase with a lattice parameter 
of 4"088 ~.  A total of thirteen peaks were used in a least- 
squares refinement based upon intensities, the scattering 
amplitude of C1 being taken as 0.963 x 10-12 cm (Koester, 

* Work performed under the auspices of the U.S. Atomic 
Energy Commission. 

1967). Final parameter values are listed in Table 1, and the 
corresponding observed and calculated intensities in Table 

Table 1. Parameter values from least-squares refinement 
of neutron powder data from CsCI at 4"2 °K 

Standard errors are given in parentheses. 

bes (x 1012 cm) 0-549 (7) 
Bes (A 2) 0.23 (13) 
Bel (A 2) 0"36 (8) 
R value 0.025 
Weighted R value 0.036 

Table 2. Comparison of observed and calculated 
intensities for CsCI at 4"2 °K 

Space group Pm3m; Cs in l(a) at 0, 0, 0; C1 in l(b) at ½, ½, ½. 
Parameters as in Table 1. 

hkl 
100 
110 
111 
2O0 
210 
211 
220 
300 
221 
310 
311 
222 
320 
321 
400 
410 
322 
411 
330 
331 
420 
421 
332 

~calc lobs 
68 67 

918 906 
overlap with A1 
overlap with AI 

53 54 
610 604 

overlap with AI 

36 37 

366 372 
23 26 

102 113 
19 18 

523 515 
overlap with A1 

overlap with A1 

307 283 

13 13 
overlap with A1 
overlap with A1 

169 172 


